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Cálculo de Derivadas 

Sean a, b y k constantes (números reales) y consideremos a: u y v como 
funciones. 

Derivada de una constante 
f(x) = k f'(x ) = 0 

Derivada de x 

f(x) = x f'(x) = 1 

Derivada de la función lineal 
f(x) = ax+b f'(x) = a 

Derivada de una potencia 

f(x) = u* f'(x) = íc -u*" 1 -u' 

Derivada de una raíz cuadrada 

f(x) = ^íT f'(x) = -^= 

2-^ 

Derivada de una raíz 

f(x) = k ¿7 f'(x)= 7' 

Eiemplos de derivadas 

f(x) = -2 f'(x) = 0 

f(x) = -5x f'(x) = -5 


í 








f(x) = - — x - 3 
2 


f'(x) = -- 
2 


f(x) = x 


fXx)=4x : 


fW = x 


-4 


f'(x) = -4x" 3 =-JL 


f(x) = Í2x-|f f'(x) = 3Í2x-|j 2 


f(x) = V5x +2 f'(x) = 


2V5x +2 


f(x) = ^2x - 4 ^'( x )- 


4^f(2x -4)= 


1 13 

f(x) = -í==X _ 2 f'(x) = -ix"2 _1 =-lx“2 =-_L= 

2 2 


Derivadas de sumas, productos v cocientes 


Derivada de una suma 

f(x) = u±u' f'(x) = u'± i/' 


Derivada de una constante por una función 


f(x) = k-u f'(x) = k.u' 
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Derivada de un producto 


f(x) = U'V f'(x) = u' v +u -v' 


Derivada de una constante partida por una función 

f/ x k ft/ . -k-v* 

f(x) = - f'(x) = —— 

V v £ 


Derivada de un cociente 


f(x) = “ 
v 


r (x) = 


u' V -u v' 


Eiemplos de derivadas con operaciones de funciones 


f(x)=-2x 2 

f(x) = -2x 2 - 5x +2 

f(x) = 3x 3 -2x 2 -5x +2 

f(x) = x 4 +3x 3 - 2x 2 -5x +2 

f(x)=(x 2 -l)(x 3 +3x) f 


f (x) = -4x 
f'(x) = -4x - 5 
f'(x) = 9x 2 - 4x 2 -5 
f'(x) = 4x 3 +9x 2 - 4x - 5 
'(x) = 2x (x 3 +3x) + (x 2 - l)(3x 2 +3) 


f(x) = 





f(x) = 


3x 3 +x +2 
5x 2 +1 


f(x) = 


(9x 2 + l)(5x 2 +l)-(3x 3 +x+2)(10x) 
(5x 2 + l) 2 


15x 4 +4x 2 -2Qx +1 
(5x 2 +l) 2 
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1 


fW = 


Vx - 1 

X +1 


f'W = 


2Vx-l 


(x+l)-Vx-l 


-x +3 

2(x + 1) 2 ^x-1 


x+l-2(x-l) 
2 (x +1) 2 Vx -1 




f'W = 



1 


KK 

X 


1 

xVx 


Derivadas exponenciales 

Derivada de la función exponencial 
f(x) = a u f'(x) = u'-a u -Ina 

Derivada de la función exponencial de base e 
f(x) = e u f'íx^^u'-e" 


Eiemplos de derivadas exponenciales 

f(x) = “Z* 2 1 f'(x) = 2x _1 In2 

f(x) = 3^"i f'(x)= , 2x 3^~* In3= X 3^^ In3 

2Vx 2 -1 Vx 2 -1 

- 1 - 
f(x) = e x f'W = ~- Ve^ 

x ¿ 

f(x) = x 3 e" 3x f f (x) = 3x 2 e -3x +x 3 (-3) e" 3jf = 3x 2 e _3x (1-x) 
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f(x) = 



2 e 2 * 

f'W = - 


■Jx -e 2x 

W~ 


1 4xe 2x -e 2x 

2>/x _ 2jx_ 
x 


4xe 2x -1 
2 x>/x 


e 2x (4x -1) 

2 xVx 


Derivada de loqarítmos 

Derivada de un logaritmo 

f(x) = log a u f'(x) = ^- log a e 


Como, I °9a e - yp¡“^ 
f(x) = log a u 


1 

j-p¡-^ también se puede expresar así: 


f'(x) = 


uj_ 

u 


1 

Ina 


Derivada de un logaritmo neperiano 

f(x) = In u f'(x) = — 

u 


Eiemplos de derivadas de loqarítmos 

f(x) = log 2 (x 4 - 3x) 

fW = -, 7 i °g 2 e 

(x 4 -3x) 
f(x) = ^log 4 3x 

fXx)- , 1 log 4 - -¡°94 e 

3 ^f(log 4 3x) 2 3x 3x ^(log 4 3x) 2 


,2x 





















fW = ln (!^) 


Aplicando las propiedades de los logaritmos tenemos: 
f(x) = In (1 - x) - In (1 + x) 


ftx) = 


-1 


-1-x-l+x 


-2 


l-x 1+x (l-x)(l+x) 1 — X' 


f(x)=log 


/TTx 

V1 — x 


Aplicando las propiedades de los logaritmos tenemos: 
f(x) = i log^^j = ^[log(l+x)-log(l-x)] 

f f (x) = ¿í—-—loge+—-—logel = ¿í—^—+———llogi 
2 [l + x 1 — x ) 2 [l +x 1-xJ 

l(l-x+l+xV 1 , 

= 2[ x_ x 2 jl°ge = y~— j-loge 


f(x) = x 5 -1n x 

f'(x) = 5x 4 In x+x 5 l = 5x 4 In x+x 4 = x 4 (5ln x+1) 

f(x) = ln 5 3x = (ln 3x) 5 

f'(x) = 5 - (In 3x) 4 — = — ln 4 3x 

3 x x 


Derivadas triqonométricas 

Derívada del seno 


f(x) = senu 


f'(x) = u' cosu 


















Derivada del coseno 


f(x) = cosu fXx) = -u tt sertu 

Derivada de la tangente 

f(x) = tg u f '(x) = —=— = u' sec 2 u =u' (1 + tg 2 u) 

cos 2 u 

Derivada de la cotangente 

U' o o 

f(x) = cotg u f'(x) = -=— = u' co sec u = -u' (1 +cotg u) 

sen 2 u 

Derivada de la secante 

f/ \ r,/ \ U' senu , 

f(x) = secu f (x) =-=— = u'-secu tgu 

cos z u 

Derivada de la cosecante 

rs v v U' COSU , 

f(x) = cosec u f '(x) = -=— = -u' cosecu cotgu 

sen 2 u 

Eiemplos de derivadas triqonométricas 

f(x) = sen4x f'(x) = 4cos4x 

f(x) = sen x 4 f'(x) = 4x 3 cos x 4 

f(x) = sen 4 x =(senx) 4 f'(x) = 4sen 3 x cosx 

f(x) =- f'(x) = - —senx 

5 5 

f(x) = cos (3x 2 + x — 1J f'(x) = -(6x +4)sen(3x 2 + x -1] 

f (x) = ^ cos 2 5x = ^ (cos 5x) 2 
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f'(x) = — - 2 cos5x - (-serí 5x) - 5 = -5 cos 5x - sen5x 


fCx) = tg -Jx 


ftx) = 


1 1 _ 1 

2>/x cos 2 Vx 2Vx cos 2 Vx 


fCx) = cotg 4x 2 f' (x) = --= 

sen^ 4x 

f(x ) = cotg 2 4X = (cotg 4X) 2 


2 


f'(x) = - 


2 4 cotg 4X 
sen 2 4x 2 


8 cotg 4X 
sen 2 4x 2 


r/ \ r- r#/ v 5 ■ sen5x 
r(x) = sec5x r(x) =-=- 

cos 2 5x 


f(x ) = cosec 



ftx) = - 



Derivadas triqonométricas inversas 

Derivada del arcoseno 
f(x) = arc senu f'(x) = 



Derivada del arcocoseno 


f(x) = arc cos u f'(x) = - ,_ 

Vl-u 2 
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Derivada del arcotangente 


f (x) = arc tg u f (x) =-- 

1 +u 2 


Derivada del arcocotangente 

u* 

fCx) = arc cotg u f' (x) = -- 

1+u 2 

Derivada del arcosecante 

u f 

f(x) = src secu f'(x) =-, 

u.n/u 2 - 1 

Derivada del arcocosecante 

U* 

f(x) = arc cosec u f'(x) = --¡- 

u-Ju 2 -1 


Eiemplos de derivadas triqonométricas inversas 

f(x) = arc sen (2x - 3) 


ftx) = 


Jl-(2x-3) : 


f(x) = arc tg 3x 2 


f'(x) = 


6x 


1 +9x 4 


f(x) = arc cos x J 


ftx) = - 


2x 


2x 


FF 


Vi - x ¿ 
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Derivada de la función compuesta 

Reqla de la cadena 


(g°f)'(x)=g'[f(x)]-f'(x) 

Eiemplos de derivadas de funciones compuestas 




3 í x^-lf -4x 


l x2 -!j (x 2 -l) 2 


f (x) = cos 3 X 

f' (x) = -3 x In3 serí3 x 

f(x) = tg (ln x) 

f f (x) = 1 . jL _ 

cos 2 (lnx) x 

1 1 2 n 

- -=--- = — sec^ (li 

xcos 2 (lnx) x 
f(x) = sen (senx) 
f'(x) = cos (sen x) cos x 
f(x) = sen ^n(1 -3x) 


f f (x) = cos 
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f(x) = arc cofg(lnx) 



x(l+ln 2 x) 


1 


Derivada de la función inversa 


Si f y g son funciones inversas, es decir Entonces 



Eiemplos de derivadas de funciones inversas 

Derivar, usando la derivada de la función inversa: y = arc sen x 
x = sen y 

- Jl - 1 _ 1 _ 1 

x' cos y ^ji _ sen 2 y Jl - x 2 

Derivar, usando la derivada de la función inversa: y = arc tg x 
x=tg y 

1 _ 1 1 
y x' 1+tg 2 y 1+x 2 

Derivada de la función potencial-exponencial 

Estas funciones son del tipo: 
f(x) = u v u> 0 

Para derivarla se puede utilizar esta fórmula: 

f(x) = u v f'(x) = v - u v-1 -u'+u v ■ i/' - In u 

O bien tomamos logaritmos y derivamos: 
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y=u v 

In y = In u v 

ln y = v In u 

y' , - u' 

— = v’ In u + v — 
y u 

y ,, = íu' , ln u +v \ y 


Eiemplos de derivadas de funciones potenciales-exponenciales 


Derivar tomando logaritmos: 
fW = x senx y = 

lny , = lnx íe " x In y 


^senx 

= sen x In x 


y ' . 1 

— = cos x In x +sen x — 


y’ = ^cos x In x +-^-sen xj 


y,senx 


Derivadas sucesivas 

Si derivamos la derivada de una función, derivada primera, obtenemos una nueva 
función que se llama derivada segunda, f"(x). 

Si volvemos a derivar obtenemos la derivada tercera, f"(x). 

Si derivamos otra vez obtenemos la cuarta derivada f ,v y así sucesivamente. 

Eiemplo: 

Calcula las derivadas 1 § , 2-, 3 a y 4- de: 
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f(x) = 2 x 3 -15x 2 +36x- 12 
f'(x) = 6x 2 - 30x +36 
f "(x) = 12x -30 
f ,M (x) = 12 
f ,v (x) = 0 


Derivada enésima 


En algunos casos, podemos encontrar una fórmula general para cualquiera de las 
derivadas sucesivas (y para todas ellas). Esta fórmula recibe el nombre de derivada 
enésima, f' n (x). 

Eiemplo: 

Calcula la derivada enésima de: 

f(x) = I 
x 


f f (x) = 


1 


X 


2 


f" Cx) 


12 2 ! 

3~ — 3 

X J X J 


f ,M (x) = - 


12 3 


3! 


f' n (x) = (-!)" 


n! 

x" +1 
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Derivación implícita 


Funciones implícitas 

Una correspondencia o una función está definida en forma implícita cuando no 

aparece despejada la y sino que la relación entre x e y viene dada por una ecuación 
de dos incógnitas cuyo segundo miembro es cero. 

Derivadas de funciones implícitas 

Para hallar la derivada en forma implícita no es necesario despejar y. Basta 
derivar miembro a miembro, utilizando las reglas vistas hasta ahora y teniendo 
presente que: 

x'=1. 

En general y'^1. 

Por lo que omitiremos x' y dejaremos y'. 

Eiemplos: 

6x - 2y = 0 

6 2 v' = 0 y" = 3 

x 2 +y 2 -7 = 0 

2x +2yy = 0 V= > y 

Cuando las funciones son más complejas vamos a utilizar una regla para facilitar el 
cálculo: 


sec 2 x +cosec 2 y = 0 
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-2secx secx tgx 
^ -2cosec y cosecy cot gy 


sec 2 x tgx 
co sec 2 y cot gy 


Diferencial de una función 


Sea f(x) una función derivable. Diferencial de una función correspondiente al 
incremento h de la variable independiente, es el producto f'(x) ■ h. Se representa 
por dy. 


dy = f'W h 


dy = f'(x)dx 



P(x) = tg 



P R 


QR 

h 


La diferencial en un punto representa el incremento de la ordenada de la 
tangente, correspondiente a un incremento de la variable. 

Ejemplo: 

Calcular la diferencial de las funciones: 
f(x) = 3x 2 +5x -6 
df (x ) = (6x + 5) dx 
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f(x) = e tgx 

dfW = [l+tg 2 x) -e tgíí dx 

Calcular el incremento del área del cuadrado de 2 m de lado, cuando aumentamos 
Imm su lado. 

S = x 2 dS = 2x dx 

d(S)= 2-2- 0.001 = 0.004 m 2 
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Tabla de derivadas de funciones compuestas 


Función 

Derivada 

Ejemplos 

Constante 


y=k 

y'=0 

y=8 

y’=0 

Identidad 


y=x 

y'=i 

y=x 

y=i 

Funciones potenciales 


y =u m 

y' = rnu m -'u' 

y = (2x 2 + íj 

y' = s(2x 2 +lf -4x 

1 

y ~ u m 

, mu' 

y ~ m” +1 

1 

^ (2x +1? 

y'= 6 

(2x + 1) 4 

y = Ju 

, u f 

y 2 Jü 

y - J~5x 

71 5 

J 2 J5x 

[ -4 

II 

f l¿ 

v — 

y = tJJx 2 

, 6x 

V = - 

m’ÍiT' 

5 \/(3x 2 Y 

Derivadas de sumas, restas, productos y cocientes de funciones 

y - ku 

y f - ku f 

y - 3-x 5 

H 

ITi 

i-H 

II 

-=T 

H 

*Ti 

II 

y = u + v - w 

y' = u' + v' - W 

V = 3x 2 -2x + 5 

y f = 6x-2 

y =uv 

y' - uv + uv f 

y = x 2 cosx 

y' - 2x cosx + x 1 (- senx) 

u 

y = - 

V 

, u'v-uv' 
y= v 2 

2x? 

y = S-x 

, 4x(x 3 -1)-2 x 2 (3x 2 ) 

y " (¿-y 
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Funciones exponenciales 


y = e" 

/ = t¿'e u 


II 

C*. 

LO 

£ 

y = a» 

y f = u'a u La 

y = 5 3 - 4 

y f = 3-5 3x ~ 4 L5 

Funciones logarítmicas 


v = Lu 

. u' 

+: 

II 

'yT'" 

to 

+ 

. 2.x + 7 

v r — 


x 2 + Ix 

y = iog a i¿ 

y = —íog a e 
u 

V = log 2 (5;c + 7) 

y '=, ^L°S 2 S 

5x +1 

Funciones trigonométricas 


v = senw 

y' = u'cosu 

y = sen 5 j¡c 

y f = 5cos5x 

y = cosw 

y' = -w'senw 

y = cos3x 2 

y f = -6xsenx 2 


j/ = u f sec 2 u 

^ = tg 7x 

j;' = 7sec 2 Ix 

>’ = cotgw 

y = i¿'cosec 2 w 

+: 

II 

o 

o 

í—t- 

+ 

y f = -4 cos ec 2 (4x + 5) 

y = sec i¿ 

v' = i¿'seci¿ ■ tgi¿ 

y - sec x 3 

y' = 3x 2 secx 3 tg x 3 

y = cos eci¿ 

= -w'cosecwcotg^ 

y = cosecx 2 

y f = -2jx cosecx 2 cotgx 2 

y = arcsemv 

^ JÍLL 

y = arcsen.x 2 

, 2x 

y Jl-x< 

y = arccosi¿ 

t 

f - u 

Y — - 

j/ = arccos3.x 

y'= “ 3 

Jl-u 2 

Vl-9x 2 
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y = arctg u 


y 


u 


1 + u 1 


y = arctg 3x 


y 


1 + 9 x á 


19 




